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Aproksymacja cen aktywow we wspolczesnych
modelach makroekonomicznych

Wstep

Ostatni kryzys finansowy oraz toczaca si¢ w literaturze debata dotyczaca
reakcji wladz monetarnych na pojawiajace sie¢, co jaki$§ czas na rynkach akty-
wow banki spekulacyjne [zob. Bernanke, Gertler, 2000] wskazuja wyraznie na
potrzebe prowadzenia badan uwzgledniajacych interakcje pomiedzy sferg ma-
kroekonomiczng a rynkami finansowymi. W ostatnich latach najpopularniej-
szym narzedziem pozwalajacym na prowadzenie tego typu badan sa dynamicz-
ne, stochastyczne modele rownowagi ogolnej (ang. dynamic, stochastic general
equilibrium — DSGE) [zob. Acedanski, 2010; Grabek, Ktos, Koloch, 2010]. Ich
cecha charakterystyczng sg silne fundamenty mikroekonOomiczne. Rownania
takich modeli sag bowiem efektem agregacji optymalnych decyzji podejmowa-
nych przez pojedyncze podmioty wystepujace w modelu. Przyktadowo, zgodnie
z klasyczna teoria mikroekonomii, konsumenci daza do maksymalizacji uzy-
tecznosci ptynacej z konsumpcji i czasu wolnego, a celem dziatania przedsig-
biorstw jest maksymalizacja zyskéw lub swojej wartosci w oczach wiascicieli.
Ponadto w modelach DSGE zaktada si¢ zwykle, ze podmioty cechuja si¢ racjo-
nalnymi oczekiwaniami, ich decyzje koordynowane sa przez mechanizm ogol-
nej rownowagi rynkowej, a pierwotnym zrodtem fluktuacji modelowanych
zmiennych sg stochastyczne zaburzenia 0 ekonomicznej interpretacji.

Rownania modeli DSGE bedace w wiekszo$ci warunkami koniecznymi
optymalnych decyzji podmiotéw tworza uktad stochastycznych, nieliniowych
rownan roznicowych. Doktadne rozwiazanie takich ukladow, celem wyznacze-
nia jawnych réwnan dynamiki modelowanych zmiennych, w praktyce zwykle
nie jest mozliwe. Stad niezbedne jest stosowanie skomplikowanych numerycz-
nie metod aproksymacji. Z zagadnieniem tym zwiazany jest istotny problem: na
ile wlasno$ci modelu przyblizonego sa zgodne z wlasno$ciami oryginalnej wer-
sji modelu.

Celem tego artykutu jest przebadanie, czy wystepuja istotne roéznice po-
miedzy wiasnosciami modeli aproksymowanych za pomoca réoznych podejs¢ w
odniesieniu do zachowania si¢ cen aktywow finansowych takich jak akcje i
obligacje. Badanie przeprowadzono na modelu opracowanym przez Jermanna
[Jermann, 1998]. Jest to prosty model DSGE, ktory jest w stanie prawidtowo
odwzorowywa¢ najwazniejsze charakterystyki zarowno zmiennych makroeko-
nomicznych jak réwniez cen akcji i stopy wolnej od ryzyka. Model ten aprok-
symowano roznymi metodami i badano charakterystyki zmiennych finanso-
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wych takich uproszczonych wersji. Dodatkowo w przypadku niektérych metod
aproksymacji odwotywano sie rowniez do rezultatow znanych z literatury.

Dotychczas w literaturze problem aproksymacji rozwigzan modeli DSGE
analizowany byt glownie pod katem doktadnosci metod aproksymacji [Arouba,
Fernandez-Villaverde, Rubio-Ramirez, 2006; Heer, Maussner, 2008b; Acedan-
ski, 2009]. To znaczy analizowano wybrane rownania modelu i na ich podsta-
wie wyznaczano btedy aproksymacji. W ten sposob wskazywano najdoktadniej-
sze metody przyblizonego rozwigzywania. Wyniki tych badan wskazywaty ge-
neralnie, iz doktadno$¢ réznych metod jest wyraznie zroznicowana. Nie anali-
zowano jednak, czy roznice w doktadnosci przektadaja si¢ na roznice w charak-
terystykach modeli, ktore sg zazwyczaj podstawa rozwazan w badaniach ma-
kroekonomicznych.

Nalezy rowniez podkresli¢, ze w literaturze w zasadzie nie spotyka si¢
systematycznych studiow nad dokladnos$cia metod aproksymacji cen aktywow.
Tymczasem przy aproksymacji zmiennych finansowych wymagana jest zwykle
wigksza doktadno$¢ niz przy samych réwnaniach zmiennych makroekonomicz-
nych. Dodatkowo ewentualne badaniach poréwnawcze utrudnia duza liczba
podejse, jakie spotyka si¢ przy aproksymacji stop zwrotu z akcji i obligacji.

Praca sktada si¢ z trzech czegsci. W pierwszej przedstawiono model Jer-
manna, bedacy podstawg analiz w pracy. Nastepnie omowiono krotko najcze-
$ciej spotykane metody aproksymacji rozwigzan modeli DSGE. W rozdziale
trzecim zaprezentowano wyniki badan poréwnawczych.

1. Model Jermanna

Model ten jest rozszerzeniem stochastycznego modelu wzrostu Ramseya.
Wystepuja w nim dwie grupy podmiotéw: gospodarstwa domowe oraz przed-
sigbiorstwa. Reprezentatywne gospodarstwo domowe dazy do maksymalizacji
zdyskontowanego strumienia uzytecznosci z konsumpcji, przy czym w funkcji
uzyteczno$ci wystepujg przyzwyczajenia konsumpcyjne, ktére sg modelowg
reprezentacja obserwacji, ze ludzie oceniajg swoje aktualne polozenie nie w
kategoriach bezwzglgdnych, ale w porownaniu do swojej wczesniejszej sytua-
cji. Wydatki na konsumpcje finansowane sg z dochodéw z pracy, dywidend
wyptacanych przez przedsigbiorstwa oraz zyskow kapitatowych. Oszczednosci
przeznaczane sa natomiast na zakup akcji oraz pozbawionych ryzyka, jednoo-
kresowych obligaciji.

Reprezentatywne przedsigbiorstwo wytwarza jeden towar stosujac kla-
syczna technologi¢ opisang funkcja produkcji Cobba-Douglasa z praca oraz
kapitatem, jako czynnikami produkcji. Zaklada si¢ ponadto, ze produktywnos¢
czynnikéw produkcji jest zmienng losowa, ktorej dynamika opisana jest proce-
sem autoregresyjnym. W danym okresie przedsigbiorstwo okresla poziom na-
ktadow inwestycyjnych dazac do maksymalizacji swojej wartosci w oczach
whascicieli, czyli maksymalizacji strumienia zdyskontowanych dywidend, gdzie
czynnikiem dyskontujacym jest krancowa uzyteczno$¢ gospodarstw domowych.
Poniewaz przyjmuje si¢, ze w funkcji uzytecznosci nie wystepuje czas wolny,
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wiec podaz pracy w modelu jest stata i znormalizowana do 1. Natomiast zasob
kapitatu zmniejsza si¢ na skutek deprecjacji, a zwigkszany jest dzigki naktadom
inwestycyjnym. Sposob w jaki naktady inwestycyjne przektadajg si¢ na wzrost
zasobu kapitatu, opisywany jest rosnaca i wklesta funkcja inwestycji.

W swojej najprostszej wersji model liczy 10 zmiennych i tyle samo row-
nan. Doktadne ich wyprowadzenie mozna znalez¢ w wielu pracach [zob. Ace-
danski, 2010; Heer, Maussner, 2008a]. Wsroéd zmiennych uwzglednionych w
modelu wystepuja:

konsumpcja— C
— dywidendy — D
—  place-W
— krancowa uzytecznos¢ reprezentatywnego gospodarstwa domowego — MU
— zaso6b kapitat — K
— stochastyczne zaburzenie produktywnosci czynnikow produkcji — Z
— naklady inwestycyjne — |
— produkcja globalna — Y
— cenaakcji—P
— cena pozhawionej ryzyka, jednookresowej obligacji — Ps
Model tworzg nastgpujgce rownania:

1. Rownanie Eulera dla naktadow inwestycyjnych:

MU K" 1-5 B ‘D'(“‘T)_@(Lf)
- Ky::l ’fMUHl OCZHl( 7) +(D'(7'Kt7:1)_ ) (I:(ylré:l) K »

gdzie @() oznacza funkcje inwestycji, ktora pokazuje, w jaki sposob wzgledne
naktady inwestycyjne M, /K, ; przeksztalcane sa w zasob kapitatu, E; 0znacza
warto$¢ oczekiwang obliczang ze wzgledu na informacje dostepne w okresie t,
jest wspotczynnikiem dyskontowym gospodarstwa domowego, y 0znacza tempo
wzrostu gospodarczego, « reprezentuje udziat kapitatu w funkcji produkcji,
natomiast & jest stopa deprecjacji kapitatu. Rownanie to pokazuje, ze przedsig-
biorstwo powinno ustali¢ naktady inwestycyjne na takim poziomie, aby z punk-
tu widzenia uzytecznosci gospodarstwa domowego koszt zwigkszenia zasobu
kapitatu o jedna jednostke w okresie t (Ilewa strona réwnania)' rowny byt ocze-
kiwanym zdyskontowanym przychodom z tytutu wiekszego zasobu kapitatu w
okresie t + 1 (prawa strona rownania)’.

Yy tl)'(ylt/Kt,l) reprezentuje krancowy wspotczynnik g Tobina, ktory wskazuje, jakie naktady
nalezy ponies¢, aby zwiekszy¢ zasob kapitatu o jednostke.

2 oz, +1(Kt / ;/)a oznacza krancowy produkt kapitatu, (1-0)/®' (7' ”1) — warto$¢ dodatkowej

jednostki kapitatu w okresie t+ 1, [%@'(%j [7'”1 H/q) (ﬂ“lj — efekt spadku wydaj-
t t

nosci naktadéw inwestycyjnych spowodowanego wyzszym poziomem Kapitatu w okresie t + 1.
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2. Definicja krancowej uzytecznosci:
MUt:(Ct _lct—lJ _ZﬁEt(CH—l_lCtj (2)
v v e

gdzie y reprezentuje sitg¢ przyzwyczajen konsumpcyjnych, natomiast v okresla
stopien krzywizny funkcji uzyteczno$ci. Skomplikowana posta¢ uzytecznos$ci
krancowej jest efektem wprowadzenia do funkcji uzytecznosci przyzwyczajen
konsumpcyjnych. W sytuacji, gdyby przyzwyczajenia nie wystgpowaty, wzor
(2) uproscitby sie do MU; = C", czyli do rezultatu znanego ze standardowej
funkcji ze statym wspotczynnikiem awersji do ryzyka (ang. constant relative
risk aversion — CRRA).
3. Ograniczenie budzetowe gospodarstwa domowego:

C, =W, + D, 3
Z uwagi na przyjete zalozenie, ze podaz akcji jest stata a podaz netto obligacji
rowna 0, ceny tych aktywow nie pojawiajg si¢ w ograniCzeniu budzetowym.
4. Roéwnanie ruchu zasobu kapitatu:

K = [1— 5+ CD(%)]KH (4)

Roéwnanie to reprezentuje fakt, ze zasob kapitatu w kazdym okresie zmniejsza
si¢ na skutek deprecjacji, a zwigkszany jest przez naktady inwestycyjne.

5. Funkcja produkgji:
Yi :Zt(Ktlj )

I
We wzorze (5) nie wystepuje praca, gdyz zostata ona znormalizowana do 1.
6. Definicja dywidend:

D, =Y, -W, — I, (6)
Dywidendy utozsamiane sa z zyskami przedsiebiorstwa bedacymi rdznica po-
mi¢dzy wielkoscig produkcji a ptacami oraz naktadami inwestycyjnymi.
7. Rownanie ptac:

W, = (1—06)Zt[K”]a ()
Y

Place rowne sg krancowemu produktowi pracy.
8. Rownanie dynamiki zaburzenia produktywnosci czynnikéw produkcji:

Ly =pLiy +0E, (8)
gdzie p jest wspotczynnikiem autokorelacji, o oznacza warunkowe odchylenie
standardowe procesu, natomiast & ~ N(0O, 1) jest biatym szumem.

9. Rownanie ceny akcji:

MU,
P =E, {ﬁw‘l(m + Dm)} (©)
t

Zgodnie z klasycznym podejéciem cena akcji w okresie t rowna jest zdyskon-
towanym przychodom z akcji w okresie nastepnym, na ktore sktada si¢ dywi-
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denda oraz cena akcji w okresie t + 1. Jako wspoétczynnik dyskontowy wystepu-
je krancowa uzytecznos¢ gospodarstwa domowego.
10. Cena zerokuponowej pozbawionej ryzyka jednookresowej obligacji:

MU
Pri=E [/8 Wt:l) (10)
Cena ta jest rowna warto$ci oczekiwanej stochastycznego czynnika dyskontuja-
cego AMU,,, / MU,. Stopa wolna od ryzyka réwna jest odwrotnos$ci ceny po-
zbawionej ryzyka obligacji.

Zmienne C;_,, K;_; oraz Z; tworzg zbiér zmiennych stanu modelu, to zna-
czy, ze znajomo$¢ ich wartoéci pozwala na wyznaczenie warto$ci wszystkich
pozostatych zmiennych modelu w okresie t. Nalezy zwrdci¢ takze uwagg, ze
rOwnania cen akcji i obligacji w omawianym modelu maja charakter definicyj-
ny, a wigc ich usuniecie nie bedzie miato zadnego wptywu na dynamikg zmien-
nych makroekonomicznych.

2. Metody aproksymacji rozwiazan modeli DSGE
Uktad réwnan tworzacych model DSGE mozna symbolicznie zapisa¢ w
postaci:
E, [f (Kiars Xis Xig, Oﬁt)]: 0, &~N(OXx) (11)
gdzie X; oznacza n,-wymiarowy wektor zmiennych modelu, & jest n.-
wymiarowym wektorem zaburzen losowych, f jest macierzowa funkcja,
natomiast o reguluje wariancj¢ wektora g. Poszukiwane rozwigzanie przyjmuje
0goblng forme:
X =9(Xq,0%,) (12)
Czasami rozwigzanie przestawia si¢ takze wyrdzniajac Ns-wymiarowy wektor
zmiennych stanu s;:
X =0,(Siq,08), S =0:(S;4,0%) (13)
W literaturze spotyka si¢ trzy glowne typy metod aproksymacji rozwigzan
omawianych uktadow rownan: perturbacyjne, projekcyjne oraz wywodzace si¢
z teorii programowania dynamicznego oraz zasady optymalnosci Bellmana.
Oproécz nich istniejg réwniez specjalne podejscia opracowane pod katem
aproksymacji rownan cen akcji i obligacji. W pracy omdéwiono jedna z takich
metod — aproksymacje logliniowo-lognormalng. Szerszg prezentacje metod
aproksymacji rozwigzan modeli DSGE mozna znalez¢ w podrecznikach [Heer,
Maussner, 2008a; Ljungqvist, Sargent, 2004; Miranda, Fackler, 2002].
2.1 Metody perturbacyjne
Metody perturbacyjne bazuja najczgséciej na rozwinigciu funkcji g w szereg
Taylora w otoczeniu pewnego punktu. Tym punktem najczg$ciej jest punkt
rownowagi  dlugookresowej w  warunkach braku niepewnosci (ang.
deterministic steady state) rozumiany jako taki punkt, do ktorego zmierzaja
warto§ci zmiennych modelu w sytuacji, gdy w modelu nie wystepuja
zaburzenia, o= 0. Brak zaburzen losowych powoduje, ze osiagnawszy punkt
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rownowagi dlugookresowej wartosci zmiennych lub ich wzajemne relacje nie
ulegajg juz zmianie W ramach charakterystyki metod perturbacyjnych
przedstawiono najpopularniejsze obecnie podejscie, czyli linearyzacje.

W przypadku linearyzacji rozwigzanie modelu (12) aproksymowane jest
funkcja liniowa. W efekcie przyjmuje ono postac:

X, = X+G (X, —X)+G 0z, (14)
gdzie X oznacza warto$ci zmiennej X w punkcie rownowagi dtugookresowej,
natomiast G, oraz G, sa, poczatkowo nieznanymi, macierzami wartosci
pochodnych funkcji g ze wzgledu na wektory X.; oraz og; obliczonymi w
punkcie rownowagi dlugookresowej modelu. Roézniczkujac funkcje f ze
wzglgdu na X.; oraz og i przyrownujac wartosci oczekiwane uzyskanych
pochodnych do 0° otrzymuje sic uklad réwnan macierzowych, w ktorym
niewiadomymi sg macierze Gy oraz G, a znanymi parametrami pochodne
funkcji f. Znalezienie rozwigzania ze wzgledu na Gy Sprowadza si¢ do
rozwiazania macierzowego rownania kwadratowego, co mozna stosunkowo
fatwo zrobi¢ stosujac na przyktad dekompozycje Schura. Natomiast przy danej
wartos$ci Gy obliczenie G, wymaga jedynie rozwigzania rGwnania liniowego.

Nalezy jeszcze wspomnieé, ze uzyskane macierze G4 oraz G,, a wiec i cale
rozwigzanie, nie zaleza w zaden sposob od macierzy kowariancji zaburzen
losowych X. Wlasnos$¢ ta nazywana jest zasadg rownowazno$ci braku ryzyka
(ang. certainty equivalence principle). Nazwa ta podkresla, ze aproksymowane
optymalne decyzje podejmowane przez konsumentéw i przedsiebiorstwa sa
identyczne z decyzjami, ktore bylyby podejmowane, gdyby model byt
deterministyczny. W analogiczny sposéb wyznacza si¢ rozwigzania wyzszych
rzedow [zob. Kowal, 2007]. Bazujac na rozwigzaniach nizszych rz¢doéw
wyznaczanie poszukiwanych macierzy pochodnych sprowadza si¢ do
rozwigzywania macierzowych uktadow rownan liniowych.

2.2 Metody projekcyjne

Metody projekcyjne przyblizaja rozwiazania globalnie korzystajac z
ogo6lnej teorii aproksymacji funkcji. W praktyce do znalezienia rozwigzania
catego uktadu rownan wystarczy znajomos$¢ tylko niektorych sktadowych
funkcji g. Pozostate tatwo wtedy wyznaczy¢ analitycznie. Ze wzgledu na
korzystne wtlasno$ci numeryczne jako funkcje aproksymujgce najczescie)
wykorzystywane sa wielomiany Czebyszewa. Zdefiniowane s3 one
rekurencyjnie dla x e[-1;1]:

To() =1, T,(X)=%, T, (X)=2xT,,(X)-T, ,(x), k=2 (15)
przy czym Kk oznacza stopien wiclomianu. Rzadziej stosowane sg zwykle
wielomiany lub funkcje sklejane. Funkcje wielu zmiennych przyblizane sa
réznymi kombinacjami liniowymi wielomianéw Czebyszewa. W omawianym
podejsciu nieznana funkcja g(S, €) aproksymowana jest funkcja:

% Zgodnie z twierdzeniem o rézniczkowaniu funkcji uwiklanej, jezeli funkcja f jest rowna 0, to
wszystkie jej pochodne takze musza by¢ rowne 0.
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9(S..¥)=9(T(S.2).9) (16)
gdzie y jest wektorem parametréw definiujacych funkcj¢ aproksymujaca, a
T(S, &) oznacza kombinacj¢ wielomianéw Czebyszewa dla zmiennych S oraz €
przeskalowanych na przedziat [-1; 1]. Dla uproszczenia notacji pominigto dolne
indeksy czasowe przy zmiennych.

Wspotczynniki y sa nieznane. Do ich wyznaczenia Kkonieczne jest
zdefiniowanie funkcji btedu ER mierzacej jakos¢ aproksymacji. W tym celu
wykorzystuje si¢ sktadowe funkcji f, w ktorych nieznane réwnania dynamiki
poszczegblnych zmiennych wyznaczono na podstawie funkcji aproksymujace;j:

ER(S,S, \Il))= E f (I)(gx(gs (St1:8, W), 80,1, W), 0, (S 1,8, ‘l’)’st—l) 17)
przy czym f @ oznacza i-ta skladowa funkcji f. Gdy dla danego wektora y* i
dowolnych wartosci S oraz € spetniona jest rownos¢ ER(S,s, \y*))= 0, oznacza
to, ze funkcja aproksymujaca doktadnie przybliza funkcje aproksymowana,
czyli g(S,e,w")=9(S,e). Wartosci y dobiera si¢ wiec tak, by odchylenia
warto$ci funkcji ER od 0 byly jak najmniejsze. Przy czym w praktyce stosuje
si¢ rézne sposoby pomiaru odchylen.

2.3 Metody programowania dynamicznego

Rekursywna natura modeli DSGE sprawia, ze moga by¢ one postrzegane
jako zadania programowania dynamicznego i rozwigzywane przez zastosowanie
zasady optymalnosci Bellmana. Istota podej$cia scharakteryzowana bedzie od
razu na przyktadzie modelu Jermanna.

Jezeli przez V: oznaczy¢ najwigksza mozliwg do osiagnigcia wartosé
reprezentatywnego przedsigbiorstwa w okresie t mierzong uzyteczno$cia
zdyskontowanego strumienia dywidend:

Vt = mlax Et |:Zﬁh MU t+h Dt+h :| (18)
t h=0
to zasada optymalnosci Bellmana dla modelu Jermanna przyjmuje postac:
V, = mlax{MUt D, + fENVui), PW. (4),(6). (19)
t

A wigc maksymalizujac swojg wartos¢ w okresie t przedsiebiorstwo powinno
bra¢ pod uwagg uzytecznos¢ wyptaconych w tym okresie dywidend oraz swoja
oczekiwang warto$¢ w okresie nastepnym. V; jest funkcja zmiennych stanu
modelu, w tym przypadku konsumpcji Ci;, kapitatu K., oraz zaburzenia
produktywnosci Z;.

Poszukiwang funkcje V mozna wyznaczy¢ iteracyjnie. Dang propozycje
poczatkowa V© wstawia si¢ do prawej strony réwnania (19). Znajdujac
maksimum wyznacza si¢ nowa funkcje VY, ktora ponownie wstawia si¢ do
prawej strony. Procedur¢ kontynuuje si¢ do momentu, w ktorym zmiany
warto$ci funkcji warto$ci beda mniejsze od przyjetej wielkosci graniczne;.
Takie podejscie nazywane jest w literaturze iteracjg funkcji wartosci.
Twierdzenie o punkcie stalym odwzorowania zblizajacego gwarantuje, przy
okreslonych zalozeniach, zbiezno$¢ procedury iteracyjne;.
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W praktyce analityczne wyznaczenie funkcji V jest bardzo trudne, wiec
najczesciej jej wartosci wyznacza si¢ jedynie w wybranych punktach C;, K, Z;
dokonujgc dyskretyzacji przestrzeni stanow. W celu zwigkszenia doktadnosci
rozwiazania stosuje si¢ zwykle interpolacje liniowa pomigdzy punktami
przestrzeni zmiennych stanu lub tez procedure zaproponowang przez Howarda
[zob. Miranda, Fackler, 2002, s. 165-166].

2.4 Aproksymacja rownan zmiennych finansowych

Opisane powyzej metody mozna rowniez, bez konieczno$ci wprowadzania
istotnych zmian, zastosowa¢ do aproksymacji rownan dynamiki cen akcji i
obligacji. Jednak nalezy mie¢ na uwadze, ze nie wszystkie metody faktycznie
nadajg si¢ do tego celu. Przyktadowo, przy linearyzacji ze wzgledu na zasade
rownowaznos$ci braku ryzyka rownanie ceny akcji przyjmuje taka postac, jak
gdyby konsumenci traktowali akcje jako pozbawione ryzyka, co zaprzecza ich
istocie. W efekcie oczekiwana stopa zwrotu z akcji jest rowna stopie wolnej od
ryzyka. Problem ten nie dotyczy juz rozwinigcia kwadratowego. Jednak jego
stabos$cig jest natomiast stato§¢ oczekiwanej premii za ryzyko oraz
warunkowych wariancji. Tymczasem wahania tych dwoch wielkos$ci sa wazna
cechg rynkow aktywow. Aby wyeliminowaé te wady, stosuje si¢ wigc na
przyktad rozwinigcia trzeciego lub wyzszych rzedow.

Problem zerowej premii akcyjnej przy linearyzacji modelu mozna takze
rozwigza¢ w inny sposob. Wykorzystuje si¢ przy tym loglinearyzacje oraz
wiasno$¢ rozktadu logarytmiczno-normalnego, ktéora moéwi, ze warto$¢
oczekiwana zmiennej losowej o takim rozkladzie zalezy takze od jej
zmiennos$ci.* W ten sposob wartosci oczekiwane wystepujace we wzorach (9-
10) obliczane nawet w przypadku wyrazen liniowych uwzgledniajag macierz
kowariancji zaburzen. A tego skladnika brakuje wtasnie w zwyklym
rozwinigciu  liniowym. Omowiona ponizej aproksymacja logliniowo-
lognormalna (ang. loglinear-lognormal approximation) zostata po raz pierwszy
zastosowana w pracy Jermanna.

Jezeli zmienne modelu wyrazone s3 za pomoca logarytmow, wtedy
rozwigzanie uzyskane w wyniku linearyzacji przyjmie postac:

X, =M, 8 +W,g,, § =MS§_; +Wre, (20)
przy czym mate litery symbolizuja logarytmy zmiennych, a daszki odchylenia
od poziomu réwnowagi dtugookresowej: §, =InS, —InS. Z réwnania (10)
wynika, ze dynamike cen obligacji mozna przedstawic¢ jako:

Py = Et[ﬂ “ﬁi}}: e, explln -+ mu, ~mu ] 1)
t

Poniewaz logarytm krancowej uzytecznosci MU; jest elementem wektora x;, na
podstawie rownania (20) jego dynamika wyraza si¢ wzorem:

mut+l =mu+ I\/Imu§1: +Wmu8t+1 =mu+ Mmu Mét—l + I\/ImuWSt + Wﬂ.£t+l (22)

*Dokladnie, jezeli X~ N(u, o), wtedy E[exp(X)] = exp(u+0,50) .
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przy czym wektory My, oraz Wy, sa odpowiednimi wierszami macierzy M
oraz W odpowiadajgcymi dynamice uzyteczno$ci krancowej mu,. Poniewaz
sktadniki losowe g maja rozktady normalne, wigc zmienna losowa po prawej
stronie rownania (21) ma rozktad logarytmiczno-normalny. Jego warto$¢
oczekiwana jest wigc rOwna:

P, =explln B+ M, (M =18, + (M W —W,,)e, +0,5W, EW'_ ] (23)
Sktadnik 0,5W,,ZW'_, reprezentuje wplyw ryzyka makroekonomicznego na

ceny obligacji, ktore jest nieobecne przy linearyzacji rownan dynamiki cen
obligacji. W podobny spos6b mozna aproksymowaé¢ dynamike cen akcji.

3. Wyniki badan porownawczych

W pracy badania porownawcze prowadzone byty w odniesieniu do metod
perturbacyjnych réznych rzgdéw oraz aproksymacji logliniowo-lognormalnej.
Nie brano pod uwagg metod projekcyjnych oraz wywodzacych si¢ z teorii pro-
gramowania dynamicznego z dwoch powodow. Po pierwsze przy wartosciach
parametrow przyjetych w pracy rozwigzanie modeli tymi metodami jest bardzo
trudne. Przyktadowo, nawet skomplikowane procedury oprogramowane w For-
tranie dostgpne na stronie z programami wykorzystywanymi w podreczniku
Heera i Maussnera® [Heer, Maussner, 2008a] nie sa w stanie znalezé rozwiazan
uktadow rownan potrzebnych do wyznaczenia wektora parametrow.

Ponadto dla metod tych znane sg czastkowe wyniki porownan charaktery-
styk omawianego modelu. Sam Jermann [Jermann, 1998] poréwnywat wyniki
uzyskane z podejscia logliniowo-lognormalnego z modelem aproksymowanym
jedna z metod projekcyjnych i doszedt do wniosku, ze roznice dotyczace prze-
ci¢tnego poziomu premii akcyjnej oraz stopy wolnej od ryzyka, a takze najwaz-
niejszych charakterystyk zmiennych makroekonomicznych w obu wersjach sg
bardzo niewielkie.

Natomiast Grune i Semmler [Grune, Semmler, 2004] rozwigzywali model
bardzo zblizony do modelu analizowanego w pracy stosujac metody programo-
wania dynamicznego i pokazali, ze cechuja si¢ one duza doktadnoscia.

W tej pracy rozwazano aproksymacje logliniowo-lognormalng (11-In), me-
tody perturbacyjne 2, 3 i 5 rzedu ze zmiennymi w postaci logarytméw oraz me-
tode perturbacyjng 2 rzedu ze zmiennymi niezlogarytmowanymi (pert. 2 poz.).
Warto$ci parametréw przedstawia tablica 1. Zostaly one ustalone na takim po-
ziomie, aby model jak najlepiej odwzorowywat przeci¢tny poziom stopy wolnej
od ryzyka oraz premii za ryzyko oraz zmienno$¢ konsumpcji oraz inwestycji w
stosunku do zmienno$ci produkcji globalne;.

W tablicy 2 zestawiono charakterystyki najwazniejszych zmiennych finan-
sowych modelu uzyskane przy ré6znych metodach aproksymacji. Oprocz stopy
zwrotu z akcji R oraz stopy wolnej od ryzyka R analizowano takze oczekiwang
premig¢ akcyjng EEP = Ey(R;+ 1) — Ry, stope wzrostu dywidend AD oraz wskaznik
dywidenda/cena akcji DP. Ponadto rozwazano warto$ci oczekiwane E, odchy-

® http://www.wiwi.uni-augsburg.de/vwl/maussner/dgebook/download3.htm
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lenia standardowe D oraz wspoétczynniki autokorelacji AR zmiennych. Opréocz
wynikéw uzyskanych na podstawie symulacji, tam gdzie byto to mozliwe poda-
no charakterystyki wyznaczone analitycznie.

Tablica 1. Warto$ci parametrow modelu
Parametr | g ¥ 1% y a o 4 P o

Wartos¢ | 0,993 | 0,85 5 |1,005| 0,36 O’%B 0,358 | 0,99 | 0,013

¢ 0znacza parametr regulujacy krzywizng funkcji inwestycji &.
Zrodto: Opracowanie wiasne.

Tablica 2. Wyniki badan charakterystyk zmiennych finansowych

Zmienna Moment Metoda
ll-In pert. 2 poz. pert. 2 pert. 3 | pert. 5
E 7,11[7,15] |16,14[6,98] | 7,01[6,96] | 7,02 7,02
R D |21,87[23,03]|39,38 [21,81]|21,63 [21,32]| 21,69 | 21,70
AR -0,28 0,13 -0,28 -0,28 | -0,28
E 0,95[1,06] | 1,61[0,80] | 1,19[0,81] | 1,24 1,21
Ry D |11,05[13,54]|11,42 [11,65]|10,99 [11,49]| 10,96 | 10,97
AR 0,47 0,49 0,47 0,47 0,47
EEP D 0,12 0 0 0,17 0,17
E 2,32 2,43 2,34 2,38 2,39
AD D 7,88 9,06 8,13 8,57 8,63
AR -0,16 -0,15 -0,15 -0,16 | -0,16
E 2,78 2,65 2,71 2,71 2,70
DP D 0,76 0,66 0,74 0,75 0,75
AR 0,49 0,46 0,48 0,49 0,49

W tablicy zestawiono $rednie warto$ci uzyskane na podstawie symulacji 5000
szeregow czasowych sktadajacych si¢ z 240 obserwacji. Wszystkie wartosci,
poza oczekiwang premia akcyjng EEP, podane sa dla wielko$ci rocznych. Tam
gdzie to bylo mozliwe, w nawiasach kwadratowych, podano rdéwniez
charakterystyki wyznaczone analitycznie.

Zrodto: Opracowanie wiasne.

Analizujac przedstawione wyniki mozna wysnu¢ dwa gléwne wnioski. Po
pierwsze wyniki symulacyjne uzyskane dla zmiennych niezlogarytmowanych
przy badaniu stopy zwrotu z akcji i stopy wolnej od ryzyka do$¢ znaczaco od-
biegajg od innych rezultatow. Na przyktad srednia stopa zwrotu z akcji rowna
jest 16,14%, a dla pozostatych metod jest to okoto 7%. Jednoczes$nie taka sytua-
cja nie dotyczy wynikow analitycznych. Wyniki te wskazuja, ze w przypadku
omawianego modelu stosowanie symulacji na zmiennych niezlogarytmowanych
generuje duze bledy.
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Po drugie nie liczac wspomnianej wyzej sytuacji dla wigkszosci badanych
charakterystyk réznice pomi¢dzy metodami sg bardzo niewielkie. Do$¢ wyrazne
roznice widoczne sg jedynie dla stopy wolnej od ryzyka (Sredni poziom 0,95%
dla aproksymacji logliniowo-lognormalnej oraz 1,24% dla perturbacji 3 rzedu)
oraz dla oczekiwanej premii akcyjnej. W rozwinigciach 2 rzedu jej odchylenie
standardowe wynosi 0, natomiast dla innych podejs¢ jest to 0,12-0,17%. W rze-
czywistosci, cho¢ nieobserwowalna bezposrednio, premia akcyjna cechuje si¢
dos¢ duza zmienno$cig. Stosowanie wiec metod aproksymacji 2 rzedu do badan
zwigzanych z oczekiwang premig akcyjng nie jest wskazane. Wada ta nie doty-
czy jednak aproksymacji logliniowo-lognormalne;j.

Badaniu poddano rowniez korelacje pomigdzy stopa wzrostu globalnej
produkcji a stopa zwrotu z akcji i stopa wolng od ryzyka uwzgledniajac dodat-
kowo mozliwe przesunigcia czasowe. Wyniki byly do siebie bardzo podobne
niezaleznie od zastosowanej metody aproksymacji. Roznice w wartosciach
wspotezynnikoéw korelacji nie byty wieksze niz 0,11 biorgc pod uwage zmienne
niezlogarytmowane i zaledwie 0,01 dla pozostatych metod. Analogiczne rezul-
taty uzyskano dla analizy prognozowalnosci premii akcyjnej przez wskaznik
dywidenda/cena akcji. Z uwagi na ograniczenia redakcyjne wynikow tych nie
zamieszczano w pracy. Sg one dostgpne na zyczenie u autora [zob. takze Ace-
danski, 2010].

Tablica 3 zawiera natomiast wyniki badania charakterystyk zmiennych
makroekonomicznych. Latwo zauwazy¢, ze wyniki praktycznie nie roznig sig,
nawet bioragc pod uwage aproksymacje przy zmiennych niezlogarytmowanych.
Pewne roznice wystgpuja praktycznie jedynie pomigdzy oszacowaniami stosun-
ku $redniego poziomu konsumpcji i inwestycji obliczonymi na podstawie symu-
lacji i uzyskanymi analitycznie. Na przyktad w przypadku linearyzacji modelu
(metoda logliniowo-lognormalna) $redni stosunek C /1 dla symulacji wynosi
2,42 a analitycznie rowny jest 2,91.

Tablica 3. Wyniki badan charakterystyk zmiennych makroekonomicznych

Metoda
Charakt. ll-In pggz' 2 pert. 2 pert. 3 pert. 5

D(C)/D(Y) | 0,62 [0,63] 0,63 0,62 [0,62] 0,61 0,61
D()/D(Y) | 2,82[2,81] 2,72 2,79 [2,80] 2,80 2,80
C/l 2,42 [2,91] 2,33 2,30 [2,76] 2,28 2,28
AR(Y) 0,72 [0,73] 0,72 0,72 [0,73] 0,72 0,72
AR(C) 0,93 [0,94] 0,93 0,93 [0,94] 0,93 0,93
AR(I) 0,60 [0,61] 0,60 0,60 [0,61] 0,60 0,60
cor(C, Y) | 0,75[0,76] 0,75 0,75 [0,76] 0,75 0,75
cor(l, Y) | 0,91[0,91] 0,91 0,9110,91] 0,91 0,91

W tablicy zestawiono $rednie warto$ci uzyskane na podstawie symulacji 5000
szeregdw czasowych sktadajgcych sie¢ z 240 obserwacji. Wszystkie wyniki
podane sa dla wielko$ci kwartalnych wyodrebnionych przy pomocy filtru
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Hodricka-Prescotta. W nawiasach kwadratowych zawarte sa wyniki
analityczne.
Zrodto: Opracowanie wiasne.

Zakonczenie

Przedstawione w pracy wyniki wskazuja, ze w wigkszosci przypadkow
pomigdzy analizowanymi podejS$ciami nie wystepUja istotne roznice. To znaczy,
ze wnioski wyciagane na podstawie modeli dotyczace zachowania si¢ cen akcji
i stopy wolnej od ryzyka, a takze zmiennych makroekonomicznych beda takie
same. W takim kontekscie stosowanie skomplikowanych metod aproksymacji
modeli, takich jak rozwiniecia wysokich rzedow, czy podejscia projekcyjne, nie
jest konieczne. Modele aproksymowane podejSciami prostszymi i zazwyCzaj
szybszymi, jak na przyktad aproksymacja logliniowo-lognormalna, co do wnio-
skéw nie beda sig roznié. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze w niektorych sytu-
acjach, przyktadowo przy badaniach nad oczekiwang premig akcyjna, nie
wszystkie podejscia sa wystarczajaco doktadne. Ponadto przy analizie modelu
Jermanna wskazane jest postugiwanie si¢ logarytmami zmiennych. Eliminuje to
ryzyko pojawienia si¢ btgdow numerycznych podczas symulacji modelu.
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Streszczenie

Obecnie jedng z najszybciej rozwijajacych si¢ gatezi modelowania makro-
ekonomicznego sg dynamiczne, stochastyczne modele rownowagi ogodlnej. Po-
niewaz réwnania tych modeli wyprowadzane sa z mikroekonomicznych pod-
staw optymalnego zachowania si¢ podmiotow modelu, tworza one skompliko-
wany uktad stochastycznych, nieliniowych rownan réznicowych. Sprowadzenie
takiego modelu do postaci zredukowanej wymaga jego aproksymacji. W pracy
przebadano, czy wystepuja roznice w podstawowych charakterystykach stop
zwrotu z akcji i stopy wolnej od ryzyka przy stosowaniu réznych metod aprok-
symacji rozwigzan modeli DSGE. Narzedziem badawczym byt model opraco-
wany przez Jermanna. Analizowano przede wszystkim metody perturbacyjne
oraz aproksymacj¢ logliniowo-lognormalng. Wyniki badan wskazujg, ze w
przypadku wiekszosci charakterystyk, a takze dynamicznych powigzan pomie-
dzy zmiennymi finansowymi a sferg realng oraz przy prognozowalnos$ci premii
akcyjnej zastosowanie roznych metod daje bardzo podobne wyniki. Jedynie w
odniesieniu do oczekiwanej premii akcyjnej stwierdzono istotne réznice pomig-
dzy badanymi metodami. Zauwazono rowniez, ze stosowanie zmiennych nie-
zlogarytmowanych przy symulacjach modeli aproksymowanych metodami per-
turbacyjnymi moze prowadzi¢ do btedow numerycznych.

Asset prices approximation in contemporary macroeconomic models
(Summary)

The paper investigates differences between asset prices properties of
DSGE models approximated using various approaches. It uses Jermann’s model
and focuses mainly on perturbation techniques and loglinear-lognormal approx-
imation. The results show that for a wide range of stock and risk-free rate char-
acteristics there are almost no differences between the methods. Expected stock
premium is the notable exception here.



